Lista IV 1

Lista IV I

@ [1.0] Em geral uma equagdo de movimento nao segue de uma lei de
conservacao, mas isso pode acontecer em alguns casos. Por exemplo,
para uma particula de massa m que se movimenta em uma dimensao,
a conservacao de energia implica na equacao de movimento para essa
particula.

Considere uma particula de massa mg se movendo ao longo de uma
linha de mundo x? num epaco-tempo qualquer. O tensor de energia-
momento para essa particula pode ser escrito como:

Mostre que a lei de conservagao T%” = 0 implica na equagao da geodésica
para a trajetéria z7(s). Por qué neste caso a equagao de movimento
segue da lei de conservacao? Dica: Em uma solucao possivel é 1til usar
a relacao derivada em aula:

.1 ey
0 = s g (V) )

Solugao: A derivada covariante do tensor energia-momento é:
D,T" =9,T" + 1, T + 'y, T = 0. (3)
Usando a relacao , podemos reescrever a equacao acima como:
1
V=g

Note que o segundo termo esta na forma que queremos. No integrando
do primeiro termo, temos:

d[[“u(S) dZL'V<S) 4)(,.0 o
o, (50w — o). )
A derivada 0/0, s6 vai agir na delta:

(7 — 2°(s
52" (@7 —a%(s)) = ai)(x(" — x”(s())))

u(v/=gT"™) + %, T = 0. (4)

-
— o (6)
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B 00W (27 — 27(s))  Os
Js OxH(s)

(7)
Fazendo a integracao por partes no primeiro termo de obtemos:

Y P2(5) sy o o
5 —/dswé(‘l)(az —27(s))

i

o (45 s oo
N )

(8)
O primeiro termo da expressao acima se anulall_-|7 enquanto que o se-
gundo termo nos dé exatamente o que precisdvamos. Substituindo em
e argumentando que o integrando se anula, obtemos a equacao da
geodésica.

Note que a equagao de movimento para a particula (equagao da geodésica)
segue da lei de conservacao. Isso acontece por que nesse caso o nimero
de vinculos gerados pela lei de conservagao ¢ igual ao nimero de graus
de liberdade. Isso também acontece para um movimento unidimensi-
onal. Se no tensor de energia-momento também houvesse uma contri-
buicao de um campo escalar, por exemplo, entao a divergéncia cova-
riante do tensor energia-momento combinado nao seria suficiente para
determinar a dinamica da particula, mas também precisariamos da
equacao de movimento para o campo escalar. Uma situagao desse tipo

é encontrada na equagao (16) do paper arXiv:1108.3081v1.

[1.0] O tensor de Ricci é definido como uma contragao do tensor de
Riemann R,, = Rﬁ/\u. Mostre que na aproximacao quase-estatica a
componente tempo-tempo do tensor the Ricci é dada por

Roo ~ V2@ + O(d?), (9)

onde P é o poténcial Newtoniano. Dica: Comege decompondo a métrica
COmMo ¢y = Ny + Ny onde by, < 1.

!Esse termo é bésicamente a diferenca da quadri-velocidade nos instantes inicial e final
da trajetoria, que se anula para uma érbita fechada. Entretanto, em uma érbita aberta,
esse termo se anular vai depender da escolha de sy e s;. Por exemplo, numa trajetéria em
uma métrica doe Schwarzschild as quadrivelocidades serao iguais se tomarmos os instantes
iniciais e finais quando a particula estd muito longe da fonte.
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Solucao: Podemos decompor a métrica como:

Guv = Muw =+ hw/; (1())

onde hy,, ¢ uma perturbacao de primeira ordem. Deste modo, as co-
nexoes e o tensor de Ricci podem ser calculadas como

1
—nM (homv + hl/%a - hOéVKY) (11)

I, =
av 2

Rag = Ryys = Tasp —Tans + T =TT = T35, — Toyss (12)

onde nos negligenciamos termos do tipo I'T" por serem de segunda ordem
em h. Em primeira ordem, as conexoes e o tensor de Ricci ficam:

1 1
Torg = Qﬁm (hay g + hayas — harqg) = 577Mhm,a5 (13)

1
Ras = §7IM (havy,sx + hgyan = hagan = hayap) - (14)

Agora vamos calcular Ry, lembrando que h;;jo = 0 e a componente
tempo-tempo é hgy = 29P:

1
Ry = 577/\7 (homo,\ + homo,\ - hoo,w\ - h)\'y,OO) = —éﬂhhoo,w\

= VP 5, = V?O.

(15)

€ [1.0] Encontre o raio de Schwarzschild de um objeto esférico que tenha
a massa da terra (M = 6 x 10*Kg).

Solucgao:

_2GM_2><6.67><6

. x 1073m ~ 0.9cm!! (16)

T's
C

@ [1.0] Uma forma mais geral da equagoes de Einstein pode ser como:

R, — ag,R =8rGT,,, (17)
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onde o é uma constante adimensional. Mostre que se a nao fosse
1/2, entao as equagoes de Einstein nao estariam de acordo com os
experimentos.

Dica: Considere a divergencia covariante das equacoes de Eintein.
Para fazer isso, contraia as identidades de Bianchi para obter que
R,,=2R};, . Depois derive o traco das equagoes de Einstein.

Solugao:  Primeiro, vamos obter as identidades de Bianchi con-
traidas:

gbngam (Rabmn;ﬂ + Rab(m;n + Rabnf;m) =0
g ( bt — Bomen + R%@;m) =0
gbn (Rbn;ﬁ - Rbﬁ;n - R;)nnf;m) =0
Ry— Ry}, — R/, =0
R, =2R},.
Agora vamos usar a relacao acima na derivada covariante das equacoes

de Einstein:
(RF, — aé“yR);ﬁ = 87rG(T“”);B (18)
e, portanto,
1

(- )R, = 87GT", ;. (19)

Agora, derivando o traco das equagoes de Einstein, obtemos:
(1—-4a)R, = 87GT,,. (20)
As equagoes de movimento devem ser:
Tﬁu;ﬁ =wT,, (21)

onde Kk = 11/3;;1. No limite Newtoniano e para um fluido de densidade

p e pressao negligenciavel, a componente 0 dessa equagao é:

dp _Op
N + V.(pv) = Roag (22)

Portanto, a energia sé vai conservar se k = 0, ou seja, se a = 1/2.
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® [1.0] Um aluno estd descrevendo a sua queda radial num buraco negro
de Schwarzschild através de ondas de radio, enquanto outro aluno re-
cebe a transmissao fixo em (r,, 0., ¢.). Para resolver este exercicio, é
util saber que Ey\ = (1—R,/r)dt/d), onde Ry = 2G M, é uma constante
de movimento (veja a equagao 5.61 do livro do Sean Carroll).

a) Mostre que a velocidade com a qual o aluno cai no buraco negro com
relacao a coordenada t é dada por:

dr Rs(ry — 1)

@ = A= R/ oS

dt (23)

Dica: Comege encontrando dr/dr, onde 7 é o tempo préprio do aluno
caindo em dire¢ao ao buraco negro.

Solugao: O intervalo é:

R, R\ '
ds® = —dr? — (1 — —) dt* + <1 — —) dr®. (24)
T T
Portanto,
R,\ dt? R\ ' dr?

Avaliando a equagao acima em r, (onde o aluno estd em repouso) e
usando que E = (1 — Ry/r)dt/dr, obtemos

E =+/1— Ry/r.. (26)
Deste modo,
dt/dr = (1 — Rs/r.)/(1 — Rs/7). (27)
Substituindo em , obtemos:
dr Ty —7T
— = —/ R, . 28
dr ( Ty ) (28)

Podemos obter dr/dt usando a regra da cadeia:

dr dr dr

Ry(r, — )

=—(1—-Ry/r) (s — R

@ ard (29)

Primeiro Semestre — 2020



Lista IV 6

b) Mostre que a razao entre a frequéncia da onda de radio emitida em
rem € a frequéncia observada em r, é dada por:

Wem V 1- Rs/’l“*
= 1 — R/ Ry/rem — Rg /1 30
o 1 —Rs/rem)<\/ [re+ R/ fre)  (30)
Dica: Use que a frequéncia de um féton percorrendo uma geodésica
nula 2”(\) detectada por um observador com 4-velocidade U* é dada

por:

dx”
- _ iz
w 9uU e (31)
Solucgao:
Usando , temos, para a frequéncia emitida:
dz® dx?
Wem = _QOOUOK - 911Ulﬁ = (32)
R\ dt dt R,\ ' drdr
= (1— — = _ (1= B
( rem> dr d\ ( rem> dr dX (33)
R\ dt dt R,\ ' drdr

1— —— = 1- —— = 4
( Tem> dr d\ < rem) dr d\ (34)

R, R,\ dt
= 1—R,/r, — - — ] —. 35
( [re+ T m)d)\ (35)

Na tltima igualdade usamos que dt/dT = \/1 — Ry/r./(1 — Rs/Tem) €
dr/d\ = (dr/dt)(dt/d\). Finalmente,

/R, R, E,
Wem = ( 1—RS/T*—|— T_T_*> m. (36)

De forma analoga, a frequéncia observada sera:

oo = (1= B\ dtdt _(y BNd 1 B
o r) dhdr r)d\\/1-R,jr. 1-R/r.
(37)

A razao entre as frequéncias emitida e observada sera:

“"””—Vl_RS/T*< 1—Ry/r, + B, RS). (38)

Wobs (1 - Rs/rem)

em /r*
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c) Mostre que a relagao entre o redshift sofrido pela onda de radio se
relaciona com a massa do buraco negro como:

@ o elovs/2GM. (39)

Aem

onde s € 0 tempo que leva para a onda emitida chegar até o observdor
em r,.

Solugao: O tempo que demora para a luz ir de r.,, para r, é:
" dr x
Lobs = —— =R, [ d = 40
=LY e o

~ R, (7’* — Tem — In [%D = (41)

Usando o resultado do item anterior no limite em que r.,, — R, po-
demos escrever:

1 +C. (42)

/\obs ~ 2rem<r* - RS)

~ . 4
)\em ’I"*<T5m - Rs) ( 3)
Portanto,
T*/\obs

tops = RsIn | ————— 44
’ Heln |:2Tem)\em:| ( )

¢ A
)\Lbs o< etobs/Rs‘ (45)

[2.0] Considere, em um espago-tempo, um conjunto de geodésicas, in-
finitesimalmente proximas, parametrizadas por uma variavel p e um
outro conjunto parametrizado por uma variavel X. Esses dois conjuntos
formam o mapeamento do espago-tempo. O campo de vetores tangen-
tes a curva p é dado por u?, enquanto o campo de vetores tangentes &
curva A é v'.
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N A+
/4/,/,,:
pdp // g \ |
o 7 - B l |
rd |

Figura 1: Conjunto de curvas A e p.
Considere os dois pontos p = xf, e ¢ = z}, + dz’, descritos na imagem
acima.

a) Mostre que é possivel escrever ¢ como ) +u’ d\ e mostre também que
v/ (q) = v/ (p) + O’ (p)u® dX. (Dica: f(a'+dat) = f(a') + Ok f(at) dzb).

Solucgao:

Q — P =u'd\ = dx' (46)

5 Q =z + u'dA (47)

= v/ (Q) = v/ (z} + u'd\) = (48)
_ o'

= v/ (xg) + @(Io)dxk (49)
o ol

— vi(ah) + oo (ah)udr (50)

b) Mostre que, por uma transformacao de coordenadas © — 2’ = = + dz
(usando dx como calculado anteriormentem em termos de u’ e d)), ¢
possivel escrever v”7(q) = v/ (p) + dulv'(p) dA.

A Derivada de Lie do vetor v sob o campo parametrizado por ),
simbolizada por L£,v?, é definida como

v'(q) —v"(a)

Luv :dl,{r—{lo dA (51)
Solucgao: A ‘
15 ( dx" l dz" l
Vi) = Srel(e) = Srel(a) = (52)
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= (6] + ol dN)v! () = (53)
v () + Ouivt (x)dA. (54)
Se x = p,
¥=p+dr=Q (55)
- 07(q) = (p) + O v'(p). (56)

Mostre que é possivel escrever £,v° = u/9;v" — vId;u’.

E possivel generalizar essa ideia para vetores covariantes e tensores.

Solucgao:
Ly, = dligo w = dlxigo Vo — utop? = vl — Wl o (57)

Prosseguindo na mesma forma que nos itens anteriores, mostre que
L,v; = wW0v; + v;0;w7 (Dica: ao escrever a transformagao, despreze
termos de segunda ordem em d\).

Solugao: Sabendo que (J~1)] ~ §7 — 907 (p), temos

vi(q) = vi(p) + v (p)djuvi(p)dA (58)

vi(q) = (J7H;(p) = vi(p) — v;(p)d? (p)dA. (59)
= vi(q) — vi(q) = [v! (p)Djvi(p) + v;(p)Ov’ (p)]dA (60)
= W = ['uvi = ujé?jvi + 'Ujaiuj (61)

Mostre que, para um tensor Tyg, L,Tos = 0, Tps+ Tjp00u! +T,jO0su’.

Considere agora a métrica g, de um determinado espaco-tempo, um
campo de vetores K* e uma geodésica descrita por um parametro .

Solucgao:
Tii(q) = Ti;(p) + u* (p) Ok Ty (p)dX (62)
T} (q) = (J71); (I T(p) (63)
= L4 (p) - ﬂ-k(p)ajuk(p)d)\ - Tkjaiuk<p)d>‘- (64)
» _ g

dX
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0

Mostre que ¢é possivel escrever
ﬁKg;w = Doy + Ky;u- (66>

A derivada de Lie tem uma relacao importante com determinadas si-
metrias e leis de conservacao em um espago-tempo ao longo de uma
trajetéria. Dizemos que K* é um Campo de Killing se Lxg,, = 0.
Cada campo de Killing leva a uma lei de conservagao.

Solucao:
K + Koy = 9ua G + gaky, = (67)
= Gual K + T8 K ] + gau [KG + T, KP] = (68)
= g;ch,?é/ + gayK,C:, (69>
1 1
+ §(guuﬁ + Gy — guﬁ,u)Kﬁ + é(guu,ﬁ + 9vpp — guﬁ,l/)Kﬁ = (70)
= Kag/w,a + guaK?, + gauK:Z = 'Cug;w- (71)
Mostre que, se K* for um campo de Killing,
d dx”
— JKH =0. 72
Solucgao:
d dat dat dx” d?at
— | Ky—— | =K,,——— + K,—— = 73
dA(“d)\) BN AN e (73)
dx* dx¥ dx* dx¥
K,,—KJI¢|———+=K,,——— = 74
K ‘“’]d)\ d\ YA\ dA (74)
1 dx* dx”
=[K,,+K,,]———=0 75
2[ H; + :N] d)\ d)\ ( )
Em coordenadas cartesianas (¢,x,y, z), mostre que K{' = (1,0,0,0),

K} = (0,1,0,0), K} = (0,0,1,0) e K = (0,0,0,1) sdo campos de
Killing do espago-tempo de Minkowski.

Solucgao:

Em Minkowski, g, = 1.

= 'Ckg;w = n;sz,Oz[/ + navKiéL (76>

Portanto K* = cte e é um vetor de Killing.
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i) Em coordenadas esféricas (¢,7,60,¢) , mostre que K}' = (1,0,0,0) e
K%Y =1(0,0,0,1) sao campos de Killing do espago-tempo de Schwarsz-
child.

Solucgao:
Eklg,w =0 (77)

L, = 0. (78)

@ 2.0] a) Mostre que, definindo a Lagrangeana £ = (1/2)g,a"i" e
usando as equagoes de Euler-Lagrange:

d <%> 9L _,, (79)

du \oir ) Ozr

é possivel recuperar a equacao da geodésica.

Solucgao:
oL 0 e
e = g0 [(1/2)g8"8") = (50)
(1/2>(9;W5Mai‘u + guuiyéya) = gow:ty- (81)
oL 0 ey ey
e — /25 2 (9ud"3") = (1/2)0a(gu)a"1". (82)

As equagoes de Euler-Lagrange sao:

d

2 (9ar") = (1/2)0a(gy) 3" = 0 (83)

= 0a(9u) 22" + g — (1/2)0a(gyu) 3" = (84)
%(%(gw)ﬂb“i“” + %@(Qua)ﬂi‘"fb” + G’ — %(%(gay)ﬂb“i“” = (8
Gt + 3 (Ou 0 — Do )i = 0 (86)

Multiplicando a tltima igualdade por ¢°*, obtemos a equaco da geodésica:

i T8 v = 0. (87)
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b) Usando a definigdo de tempo préprio, mostre que a equagao que
expressa a conservagao de energia no plano equatorial (0 = 7/2) de
uma orbita de Schwarzschild é:

du\? 0GM  2GM
(d_;o tut = Bt —out =, (88)

onde E = ¢*(k* — 1)/h? com h e k sendo constantes de integragio e
u=1/r. Dica: Lembre que t e ¢ sao coordenadas ciclicas e, portanto,

OL/Ot =k e OL/D) = h.

Solugao: Partindo a definicao de tempo proprio

cdr® = g, da"da” = (89)
R, R\
c? (1 - 7) dt* — (1 - 7) dr® — r*d¢?. (90)

Dividindo os dois lados da igualdade acima por ¢, obtemos:
Rs ; ] Rs - ]
c? (1——> 2/ p* — (1——) dr?/de* —r* = %/ ¢°. (91)
r r
Onde pontos denotam derivadas com respeito ao tempo proprio. Agora,
notemos que t e ¢ sao coordenadas ciclicas e, portanto, podemos obter

as relagoes:

oL R\ .

= — — S )it=k 92
() (92)

,
e
oL _ r2¢ = h. (93)
9¢
Usando as relagoes acima em e definindo u = 1/r, obtemos
2
(Z—Z) +ut=FE+ QC;WU + QC;jwu?’. (94)

c¢) Definina a varidvel u = u/ug. Em termos dessa varidvel, a equagao
(88) pode ser reescrita como:

(3_;)2 = e(@ — ) (4 — ) (@ — U3), (95)
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onde Uy = uy /ug, Uy = us/ug, Uz = us/ug sao as raizes de (d¢/du)* =0
e € = 2GMug/c?, com ug = (uy + u2)/2. Mostre que, em primeira

ordem em e€:
dp  te(w—1)+1+ 3¢

- = ) 96
& [ 1P 0
Na expressao acima, = (1/2)(ug — 1y).
Solugao: Como a soma das raizes é 1/€ e 4y + g = 2,
61_13 =1- 6(1_11 + 77/2) =1-—2¢ (97)

e, portanto,

da\® . )
<@> = (@ — )ty — u)(1 — €(2 4 @)). (98)

Expandindo em primeira ordem em e:

dp 1+ 1e(2+ 1) (99)
du— [(a —w)(us — w)]'/?
Definindo, 5 = (1/2)(uy — @;) nos permite escrever:
d_?:%eﬂ—{)+1+%e' (100)
du (8% — (u—1)?]1/2

d) Podemos integrar para encontrar o angulo A¢ entre um afélio e
o préoximo periélio. Mostre que a precessao periélio a cada ciclo é dada

por
3GMr (1 1
e = (— + —) : (101)

2 T T

onde 1y e 19 sao os valores de r respectivamente no afélio e no periélio.
Sabendo que Mercirio completa uma orbit a cada 0.24 anos, qual sera
a precessao do periélio de Mercurio em um século?

Solugao: Integrando o resultado do item anterior, obtemos:

Aj = / " (4o di)din = (102)
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g —@—1pn s (1 ; §>) — 1} S
(1 + ge) TT. (104)

Note que A¢ é o angulo entre um afélio e o préximo periélio. O angulo
entre periélios sucessivos pode ser obtido dobrando A¢:

(&1 T2

M 3GM I 1
Aper = 21 4 3em = 3G2 7T<U1+u2) = 5 i (—+—> . (105)
c c

Podemos usar o resultado acima para estimar que a cada século, o
)
periélio de Mercurio avanca cerca de ~ 48"
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