Lista II 1

Lista II - Gabarito'
) Solucao:

a) Para encontrar uma expressdo para o periodo como visto no re-
feréncial do laboratorio, vamos considerar a seguinte expressao:

(1)

T_4/b dx _ﬁ/b dx
o v(x) ¢y /1_%@).

Onde na udltima igualdade usamos v = 1/4/1 — Z—; A expressao acima

diz que o periodo deve ser 4 vezes o tempo que a particula leva para
ir da origem até a amplitude de oscilacao, b. Deste modo, precisamos
encontrar uma expressao que parametriza y(x) em termos da posigao
da particula.

E possivel encontrar essa parametrizacao se considerarmos a equagao
de movimento para a particula

d
pr [mAyv] = —k. (2)

Utilizando o Jacobiano para transformar a derivada no tempo em de-
rivada na posicao, temos

v% [myv] = k. (3)

Substituindo v por v, obtemos

1 d 1
0,11—72(3:)% lm701/1_72(9€)\ = —kx (4)

_ M% [mey/37@) 1), (5)

Y

Portanto,
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Lista II 2

Podemos resolver essa equagdo usando a condigao inicial v(b) = 1.
Assim,
kb? z?
=1 1-—= .
) =14 g (1) (7

b) Podemos escrever a expressao acima de uma forma mais conveniente
2

se usarmos w = y/k/m:
w

y(r) =1+ 22 (b* —2?). (8)

Podemos reescrever o integrando em [1| como:

gl gl
21 - (v + 1)2(y — 1)1/ (9)

Substituindo a expressao 7:

14 %(b2 — x?)

10)
2 1/2 [ o2 172 (
2+ 5502 —22)] 7 [ (0 — 2?)]
Expandindo o fator [2 + 0 - x2)} em série de Taylor
w2 —1/2 1 w2
24+ — (b —a? ~— 1 — — (b —a? 11
2em@oa| =i Zees]

e substituindo em [Ik

o [V {1+“—2(b2—x2)]xi[1—“’—2(192—1-2)1—

clo  wVb?— a2 2¢? V2 8¢?
(12
4 b dx 3w?
== 1 bV -zt + .. 1
w/o\/W[+802( x)+} (13)

Integrando o primeiro termo em ([13) nos dé o resultado nao rela-
tivistico, Ty = 2m/w. O segundo termo é a correcao relativistica de
primeira ordem:

3w [? 3w br
@ Od.%\/bZ—lQ:@XT (14)
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Portanto,
T =Ty + AT, (15)

onde Ty = 27 /w é o perfodo nao relativistico e AT = 3wb?m/(8¢?) é
a correcao relativistica doe ordem mais baixa. Podemos entender esse

resultado em termos da velocidade maxima que a particula atinge (em
T =0), Vyae = w2b*:

3 V’H?LO/SC
T_T0(1+1—6 62 ) (16)

c¢) Para encontrar o periodo no tempo préprio da particula, temos que:

T,/4 Ty/4 g b 1
Tp:4/ d7:4/ Dy [ g (17)
0 0 0

Y c/7? —1
De forma anéloga ao item anterior, encontramos:

1 Vi
T, =T, (1—1—67>. (18)

Solucao: Para encontrar o momento canonico:

- oL 0 mc? me? 0
Pr=5vi = avi {_V(V)] T2 v = (19)
m(1 —V?2/c2)=3/2V 9]V ,
— ( 7£ ) 8[‘/’] =my V" (20)

Para encontrar o Hamiltoniano, fazemos a transformada de Legendre
da Lagrangeana:

H=ViP'— L =m ViV + o = (21)
Y
1Y\ , mc 5
=my 1——)0 + —— = mcy. 22
( 7 72 (22)
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€) Solucao:
a) A onda total pode ser escrita como:

ftot(w;t) — Aei(ki.mfwit) + Bei(kﬂm*wrt), (23)

onde ¢ = (z,y,2) e k = (ky,ky, k.). Tomando & = 0, temos a
condicao de contorno:

0=Ae ™" 4+ Be ™'t (24)
Avaliando em ¢ = 0 obtemos:
B =-A (25)
Portanto, podemos reescrever COomo:
Jrar(a;t) = Ale'® o) — i em0), (26)

Fazendo = 0, obtemos que kj, = ki, kL = k% e w” = w’. Ao longo
do eixo x sabemos que a onda deve ser um seno puro, uma vez que
a onda se anula no plano z = 0 (onde o espelho esta localizado).
Portanto,

fiot(z,y =0,2=0,t =0) = Csin(kiz) = C(e** — ¢~*=2). (27)
Ou seja, k7 = —k..

b) Na situacao em que o espelho estd andando ao longo do eixo z
com velocidade V', temos a condicao de contorno:

ftot = (Vt> Y, z, t) = Oa (28)

que leva a:

w—k,V =w —k.V. (29)

Usando a condicao e o fato de que |k| = w/ec, depois de um
pouco de algebra, é possivel chegar nas relacoes:

w(1+62)72k1V

— i

ki (1452 ) —2wV/c? (30)
kI = — e .

T __
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c¢) Usando que

kK'x k'c
0" = == 31
cost = T = (31)

com as relagoes (30]), podemos escrever:

23 — cos (1 + (%)
(14 B8%) —2Bcosb

cosf" = (32)
Note que, se f = 0, entdo cos§” = — cos @ (como deveria ser pela
equagao e, portanto, estamos definindo " = w — 6. Para
£ = 0.5, temos

1—(5/4)cosb
(5/4) —cosf

Para a onda nao ser refletida, cos6” > 0, o que leva a cos @ < 4/5.
Portanto, para angulos de incidéncia maiores do que arccos(4/5)
a onda nao é refletida quando a velocidade do espelho é metade
da velocidade da luz. Podemos entender ess resultado de forma
mecanica: se a luz fosse feita de particulas, isso significaria que de-
pois de atingir o espelho, essas particulas nao possuem momento
indo no sentido negativo de x. E claro que isso vai depender da
componente x do momento quando a particula atinge o espelho,
que é tao menor quanto maior for o angulo de incidéncia.

cosf" =

(33)

d) Podemos escrever a fun¢do de onda em notagao relativistica
em termos de uma fase que é um escalar de Lorentz. Ou seja,
a partir da contragao da quadri-posicao r* = (ct,z,y,z) com o
quadri-vetor de onda k, = (—w/c, ky, ky, k):

fe?, (34)

onde ¢ = k,z".

e) Sabemos que no referéncial que se move, S’, cos@” = —cos @' e
no referéncial do laboratério, S, cos 6" # — cos €. O que queremos
é cosf” = f(cosf). As relagoes entre as quantidades em S e 5’
sao dadas pelas transformagoes de Lorentz (de S” para S):

/

w w ,
2 = (2 + 8K (3)
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/

ke = (K, + B5). (36)

Portanto,

k, o'

kec _ cosO+f , (37)
w 1+ Bcosl

Usando essa relacao e o fato de que cosf” = —cosd no labo-

ratorio, podemos recuperar o resultado

23 — cos (1 + (%)
1+ 52 —2Bcosf

cosf =

cosf’" = (38)

Solugao: Podemos escrever os campos elétrico e magnético em
termos do tensor eletromagnético como:

Ei = CF()Z‘ (39)

1 )
B; = —§eiijJ’“, (40)
Onde o tensor eletromagnético é definido por:
F;},V = a},LAI/ - aVA;u (41)

Com A, o quadri-vetor. Se aplicarmos uma transformacao de
calibre em A, da forma

Ay — A, + O\Oz" (42)

e desde que [0, 0;] = 0, entdo é trivial ver que os campos E; e B;
permanecerao invariantes.

Solugao: Podemos escrever o determinante de uma matriz em
termos do simbolo de Levi-Civita como:

det(M) = e,,55M"y MY, My M?, (43)
e, portanto,
€abed det(M) = €55 M*, M¥, MP M°, (44)

Podemos escrever essa identidade para a matriz de transformacao
de Lorentz, A. Como det(A) = 1, entdo por segue que o
simbolo de Levi-Civita é invariante por transformacoes de Lorentz.

Primeiro Semestre — 2020



Lista II 7

® Solugao: a) Todo boost de Lorentz em uma diregao arbitréria
pode ser decomposto em um boost seguido ou precedido de uma
rotacao espacial, sem alterar a componente temporal. Portanto,
quando nao ha velocidade entre os dois referénciais, a transformacao
de Lorentz se reduz a

%
1 0
Ai—(ﬁ PJ)’ (45)

J

onde R; ¢ uma matriz de rotacao.
b) Escrevendo os campos elétrico e magnético como
E; = cFy; (46>

1 )
Bi = —§€iij]k, (47)

sob uma transformagcao do tipo (45]), esses campos vao se trans-
formar como:

El = cF}; = eNy"N"F,, = R/ Fy; = R]E (48)
e
Bl = _%szk/\j#/\kuF“y = _%EiijlekmFlm (49)
Portanto,

, 1 . . 1
R Bl = —§eiijJlemRZnFlm = —§elmnFlm = B, (50)

@ Solugao: a) Vamos considerar um boost na diregdo & e encontrar
como as componentes do tensor eletromagnético se transformam:

FOl = E,, F?2 = V[Ey - BBz]a F'% = V[Ez + ﬁBy]v (51>
F'? =4[B, - BE,], F"=—4[BE.+B,], F* =B, (52)

Como o tensor eletromagnético é anti-simétrico, nds sé precisa-
mos saber as componentes a cima. Portanto, os campos vao se
transformar como:

E' = E& +9[Eyy + E.2] +v[8B,% — B.Y] (53)
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B’ = Byé +[B,j + B.2] + 1[BE.y — 6B,2].  (54)
Como o boost é na direcio &, o terceiro termo em e

sao, respectivamente, 3 x B e -3 x E. Poranto, podemos infe-
rir que para um boost numa diregao arbitraria os campos vao se
transformar como:

E, = y(E. + 8 x B)

B, =~ (B, - BxE) (5)
b)
E'xB =0=+7E+B8xB|x[B-3xE]= (56)
Ex B B(E* + B*) + (B x E) x (8 x B), (57)
mas R
(Bx E) x (B x B)=3*(E x B)3 (58)
e, portanto, 3 £+ B
X
(1+8) E*+B* (59)
¢) A quantidade
GuF" = —-4B - E, (60)

onde G, ¢é o dual de Hodge, ¢ invariante e portanto se os campos E
e B forem perpendiculares em um referéncial, entao serao também em
todos os referénciais.
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